
所谓尺规作图是指在平面上用无刻度的直尺和圆规

利用已知的图形(如点、直线和圆等)作出未知的图形 ,

由于作图工具的限制 , 导致有些图不能用尺规作出 ,

本节利用伽罗瓦理论给出可以用尺规作出的几何图形的一个充分必要条件 ,

从而解决历史上著名的三个不能尺规作图的问题:

(1)任意角三等分 , (2)化因为方 , (3)倍立方 ,

由于任何一个几何图形都是由一些点确定的 ,

例如 , 直线是由其上的两点确定的、圆是由圆心和圆周上的任意一点确定的、

角是由顶点和其两边上的任意两点确定的 , 等等 ,

所以 , 平面上给定的有限个几何图形 , 可以视为是已知的有限个点 ,

而求作的图形不外乎也是平面上的有限个点 ,

于是 , 一个尺规作图问题就可以归结成

从平面上已知的有限个点 , 用直尺和圆规作出适合某些条件的点 ,

令 S0={p1 , p2 , ⋯ , pn} , n⩾2 是平面上已知的有限个点组成的集合 ,

若用直尺连接 S0中的任意两点 , 则得到一条直线 ,

若以 S0中的任意一点为圆心 , 以其中任意两点之间的距离为半径 ,

则得到一个圆周 ,

然后 , 把这些直线与直线、直线与圆周、圆周与圆周的交点添加到 S0之中 ,

则我们得到一个新的有限个点组成的集合 S1

重复构造 S1的过程 , 得到由有限个点组成的集合 S2⋯

继续这个过程 , 我们能够得到由有限个点组成的集合 Si的链

S0⊆S1⊆S2⊆⋯⊆Si⊆⋯

如果令 C(p1 , p2 , ⋯ , pn) =
i=0

∞

Si�

则平面上的点 p 是由尺规用 S0={p1 , p2 , ⋯ , pn}中的点作出的充分必要条件是

p 属于 C(p1 , p2 , ⋯ , pn) =
i=0

∞

Si�

特别地 , 我们称 S1中的点可用尺规直接从 S0作出 ,



为了给出点 p 可作的条件 , 我们引入平面的直角坐标系 ,

以点 p1为坐标原点 , 以点 p2为 x 轴上的单位点 , 即 p1=(0 , 0) , p2=(1 , 0) ,

这样点集合 S0={p1 , p2 , ⋯ , pn}与 C{p1 , p2 , ⋯ , pn}中的所有点

就都确定了各自的坐标

另外 , 平面上的点与复数域 C 之间存在着自然的一一对应: (x , y)⟷x+ −1y

所以 , 点集合 S0={p1 , p2 , ⋯ , pn}

对应着一个复数集合: {p1 , p2 , ⋯ , pn}⟷{z1 , z2 , ⋯ , zn} ,

其中的复数 zi由点 pi的坐标唯一确定 , 特别地 , z1=0 , z2=1 ,

我们把点集合 C(p1 , p2 , ⋯ , pn)对应的复数集合记为 C(z1 , z2 , ⋯ , zn) ,

则对于平面上的任意一点 p , 如果 p 点对应的复数为 z ,

则 p 属于 C(p1 , p2 , ⋯ , pn)⟺z 属于 C(z1 , z2 , ⋯ , zn) ,

这样 , 点 p 的尺规作图问题就归结成了确定 z 属于 C(z1 , z2 , ⋯ , zn)的问题 ,



引理 9.1 已知实数 1 , a , b ,

则用直尺和圆规可以作出图形 a±b , ab , a
b
和 a(a＞0)

证: 不妨假定 a＞0 , b＞0 ,

(1)在一直线上取 E , F , U 三点 , 使得 EF=a , FU=b 则 EU=a+b , 如图 4.1 ,

(2)在一直线上取 E , F , U 三点 , 使得 EF=a , UF=b , 则 EU=a‒b , 如图 4.2 ,

(3)过点 P 作直线 l1 , l2 , 在 l1上取点 E , F , 使得 PE=1 , PF=a ,

在 l2上取点 U , 使得 PU=b , 连接 EU , 过 F 作 EU 的平行线 , 交 l2于 V ,

则 PV=ab , 如图 4.3 ,

(4)过点 P 作直线 l1 , l2 , 在 l1上取点 E , F , 使得 PE=1 , PF=b ,

在 l2上取点 V , 使得 PV=a , 连接 FV , 过 E 作 FV 的平行线 , 交 l2于 U ,

则 PU= a
b

, 如图 4.3 ,

(5)在一直线 l 上取 E , U , F 三点 , 使得 EU=1 , UF=a , 以 EF 的中点 O 为圆心 ,

以
1
2

(1+a)为半径画弧交过 U 的 l 的垂线于 V , 则 UV= a , 如图 4.4 ,

a+b a
a b UFE E U Fba‒b

图 4.1 图 4.2

⦁
⦁

⦁ ⦁FE

V
U

l2

l1P

图 4.3

⦁ ⦁

⦁

⦁
E U

V

⦁
O F

l

图 4.4



下面我们分析一下仅从点 p1 , p2(集合{0 , 1})出发能作出哪些点(复数) ,

首先在 x 轴上可以作出点(a , 0) , a 属于 Z , 在 y 轴上可以作出点(0 , b) , b 属于 Z ,

进而可以作出平面上一切点(a , b)及点(a , b)的 m 分点
a
m

, b
m

即 Q( −1)中的所有数属于 C(0 , 1) ,

也称域 Q( −1)中的所有数都可以用尺规从数集{0 , 1}作出

引理 9.2 证明可以用尺规从 S0={0 , 1 , z1 , z2 , ⋯ , zn}

作出 F=Q( −1 , z1 , ⋯ , zn , z1 , ⋯ , zn) , 其中 zi=ai+bi −1(1⩽i⩽n)是复数

证: 易知 , F=F0( −1) , 其中 F0=Q(a1 , ⋯ , an , b1 , ⋯ , bn)

因为 a1 , ⋯ , an , b1 , ⋯ , bn可以用尺规从 S0作出

由引理 9.1 可知 , F0可以用尺规从 S0作出 ,

从而 , F 可以用尺规从 S0作出 ,



引理 9.3 设复数 z=a+b −1能用尺规直接从 S={0 , 1 , z1 , z2 , ⋯ , zn}作出 ,

其中 zi(1⩽i⩽n)是复数 ,

若令 F=Q( −1 , z1 , ⋯ , zn , z1 , ⋯ , zn) ,

则存在 F 的二次根式扩张链 F 包含于 F(α) , α2属于 F , α2⩾0 , z 属于 F(α)

证: 我们分三种情况讨论 :

(1)若 z 是两直线的交点 , 即 z 是方程组

(a1 − a2) y − b2 = b1 − b2 x − a2

(c1 − c2) y − d2 = d1 − d2 x − c2

的解, 其中 aj+bj −1 , cj+dj −1(j=1 , 2)是 S0中的复数 ,

则由
1
2

(zi+zi) , 1
2

(zi‒zi)属于域 F 可知 , aj , bj , cj , dj(j=1 , 2)属于域 F ,

那么线性方程组的解属于域 F , 从而 , 两直线的交点也属于域 F ,

(2)若 z 是直线与圆周的交点 , 即 z 是方程组

(a1 − a2) y − b2 = b1 − b2 x − a2

x − c 2 + y − d 2 = r2

的解, 其中 a1+b1 −1 , a2+b2 −1 , c+d −1是 S0中的复数 ,

则由
1
2

(zi+zi) , 1
2

(zi‒zi)属于域 F 可知 , a1 , a2 , b1 , b2 , c , d 属于 F ,

r 是 S0中两复数差的模 , 因而 , r2属于 F ,

所以 z 是 F 上二次方程的一个解,

且存在 F 的二次根式扩张链 F 包含于 F(α) , α2属于 F , α2⩾0 , z 属于 F(α) ,

(3)若 z 是圆周与圆周的交点 , 即 z 是方程组

x − a1
2 + y − b1

2 = r1
2

x − a2
2 + y − b2

2 = r2
2

的解, 其中 a1+b1 −1 , a2+b2 −1 是 S0中的复数 ,

则由
1
2

(zi+zi) , 1
2

(zi‒zi)属于域 F 知 , a1 , a2 , b1 , b2属于 F ,

注意 , 上述两个方程相减后 , 变成了 F 上的直线方程与圆周方程构成的方程组

因此同(2) , 存在F的二次根式扩张链F包含于F(α) , α2属于F , α2⩾0 , z属于F(α)



定理 9.1 令 F=Q( −1 , z1 , ⋯ , zn , z1 , ⋯ , zn) , 其中 zi(1⩽i⩽n)为复数 ,

那么一个复数 z 可以用尺规从 S0={0 , 1 , z1 , z2 , ⋯ , zn}作出的充分必要条件是

存在域 F 的一个二次根式扩张链 F=F0⊆F1⊆⋯⊆Fm=E 使其满足: z 属于 E

其中 Fi=Fi‒1(ui) , ui是 x2‒ai , 的根 , ai属于 Fi‒1 , i=1 , 2 , ⋯ , m ,

证: (必要性)若复数 z 可用尺规从 S0直接作出 , 则由引理 9.3 可知结论成立 ,

如果 z 不能从 S0直接用尺规作出 ,

而是经过有限步作图之后再在此基础上可以作出 ,

即存在一串点z1
′ , ⋯ , zi

′ , 满足zi+1
′ ,

可以由 S0⋃{z1
′ , ⋯ , zi

′}(1⩽i⩽t‒1)直接作出

于是对 t 用数学归纳法可以证明存在域 F 的一个二次根式扩张链

F=F0⊆F1⊆⋯⊆Fm=E 使其满足: z 属于 E

其中 Fi=Fi‒1(ui) , ui是 x2‒ai的根 , ai属于 Fi‒1 , i=1 , 2 , ⋯ , m ,

(充分性)由引理 9.2 可知 F 的元素可以用尺规从 S0作出 ,

若 Fi‒1的元素可以用尺规从 S0作出 ,

则 Fi=Fi‒1(ui)中的元素是 Fi‒1的元素经加、减、乘、除、开方运算得到的 ,

由引理 9.1 可知 Fi的元素可以用尺规从 S0作出 ,

因此 , E 的元素可以用尺规从 S0作出 , 所以 , z 可以用尺规从 S0作出

推论 9.1 令 F=Q(z1 , ⋯ , zn , z1 , ⋯ , zn) ,

若复数 z 可以用尺规从{0 , 1 , z1 , z2 , ⋯ , zn}作出 ,

则 z 是 F 上次数为 2 的幂的代数元 ,

证: 由定理 9.1 , 存在域 F 的一个二次根式扩张链 F⊆F0=F( −1)⊆F1⊆⋯⊆Fm=E

使其满足: z 属于 E , 其中 Fi=Fi‒1(ui) , ui是 x2‒ai的根 , ai属于 Fi‒1 , i=1 , 2 , ⋯ , m

显然 , E 关于 F 的扩张次数是 2 的幂 ,

进而由|E : F|=|E : F(z)||F(z) : F|可知 , z 是 F 上次数为 2 的幂的代数元 ,



例 9.1 化圆为方问题 ,

解: 这个问题可以归结为从两点(0 , 0)(1 , 0)(或数集 S0={0 , 1})出发

求满足 x2=π的 z 能否用尺规作出

(圆的半径为 1 , 则圆的面积为π , 所求正方形的边长为 z )

因为 z2=π , π是超越元 , 故 z 也是超越元 , z 不会是 Q 上次数为 2 的幂的代数元

由推论 9.1 可知 , z 不能用尺规作出 ,

例 9.2 倍立方问题 ,

解: 这个问题可以归结为从两点(0 , 0) , (1 , 0)(或数集 S0={0 , 1})出发 ,

求满足 x3=2 的 z 能否用尺规作出

(已知立方体的边长为 1 , 所求立方体的边长为 z)

因为属于 Q[x]的 f(x)=x3‒2 是不可约元 ,

所以|Q(z) : Q|=3 , 即 z 不会是 Q 上次数为 2 的幂的代数元 ,

由推论 9.1 可知 , z 不能用尺规作出 ,

例 9.3 三等分角问题

解: 若任意一个角可以三等分 , 则 60°角也应该能三等分 ,

进而 cos20°可以用尺规作出 , 但是 cos60°= 1
2

=4(cos20°)3‒3cos20° ,

即 cos20°是方程 4x3‒3x‒ 1
2

=0 的根 ,

我们将 60°角的三等分问题归结为 :

已知三个点 z1=0 , z2=1 , z3=
1
2

+ 1
2

−3 , 如图 4.5

求满足 4x3‒3x‒ 1
2

=0 的 z=cos20°能否用尺规作出

显然 , F=Q(z1 , z2 , z3)=Q( −3) , |F : Q|=2 ,

若 z=cos20°可以用尺规作出 , 则存在 n , 使得|F(z) : F|=2n ,

进而 , |F(z) : Q|=2n+1

因为属于 Q[x]的多项式 4x3‒3x‒ 1
2
是不可约的 , 所以|Q(z) : Q|=3 ,

这与|F(z) : Q|=|F(z) : Q(z)||Q(z) : Q|矛盾 , 因此 , 不能用尺规作出三等分角 ,
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