
1 , 证明命题 6.1 ,

证明: 命题 6.1 的(1)证明略 ,

(2)ai , bi都属于 Gi , i=1 , 2 , ⋯ , n ,

因为(a1 , a2 , ⋯ , an)(b1 , b2 , ⋯ , bn)=(a1b1 , a2b2 , ⋯ , anbn) ,

(b1 , b2 , ⋯ , bn)(a1 , a2 , ⋯ , an)=(b1a1 , b2a2 , ⋯ , bnan) ,

所以

i = 1

n
Gi� 是交换群的充分必要条件是G1 , G2 , ⋯ , Gn 是交换群

2 , 试确定 Z4×Z6中 6 阶元素的个数 , Z5×Z15中 5 阶元素的个数 ,

解: Z4中元素的阶为 m=1 , 2 , 4 , Z6中元素的阶为 n=1 , 2 , 3 , 6 ,

要得到 Z4×Z6中 6 阶元 , 则[m , n]=6 , m=1 , n=6 或 m=2 , n=3 , 6 ,

而 Z4中 1 阶元为0 , 2 阶元为2 , Z6中 3 阶元为2 , 4 , 6 阶元为1 , 5 ,

因此 Z4×Z6中 6 阶元为(0 , 1) , (0 , 5) , (2 , 2) , (2 , 4) , (2 , 1) , (2 , 5) ,

即 6 阶元共有 6 个 ,

Z5中元素的阶为 m=1 , 5 , Z15中元素的阶为 n=1 , 3 , 5 , 15 ,

若[m , n]=5 , 则 m=1 , n=5 或 m=5 , n=1 , 5 ,

又因 Z5中 1 阶元为0 , 5 阶元为1 , 2 , 3 , 4

Z15中 1 阶元为0 , 5 阶元为3 , 6 , 9 , 12 ,

因此 Z5×Z15中 5 阶元共有 24 个 ,

3 , 判断 Z5×Z7是否是循环群 , 如果是循环群 , 请给出它的生成元 ,

解: 1属于 Z5 , 1属于 Z7 , (1 , 1)的阶为[5 , 7]=35 ,

所以⟨(1 , 1)⟩=Z5×Z7是循环群 ,

4 , 试说明群 Z2×Z3与群 Z6同构 ,

解: Z2 , Z3分别为 2 , 3 阶循环群 , 且(2 , 3)=1 , 从而 Z2×Z3中存在 6 阶元 ,

因此 Z2×Z3是 6 阶循环群 , 故 Z2×Z3≅Z6



5 , 试说明群 Z2×Z2与群 Z 不同构 ,

解: 因为 Z2元素的阶为 1 或 2 ,

所以 Z2×Z2元素的阶为 1 或 2 , 即没有 4 阶元 , 不是循环群 ,

而 Z4是循环群 , 因此群 Z2×Z2与群 Z4不同构 ,

6 , 请通过比较元素的阶证明 Z8×Z2不同构于 Z4×Z4

证明: Z8中元素阶为 1 , 2 , 4 , 8 , Z2中元素阶为 1 , 2 ,

从而 Z8×Z2中元素的最高阶为 8 ,

而 Z4×Z4中元素的阶为 1 , 2 , 4 , 无 8 阶元 , 从而 Z8×Z2与 Z4×Z4不同构 ,

7 , 已知 G1={(1) , (12)(34)} , G2={(1) , (13)(24)}

是群 G={(1) , (12)(34) , (13)(24) , (14)(23)}的两个子群 ,

试证 G 是 G1和 G2的直和

证明: G1和G2在G中的指数为2 , 因而都是正规子群 , 且G=G1G2 , G1⋂G2={(1)} ,

因此 G 是 G1和 G2 , 的直和 , 即 G=G1⨁G2

8 , 设 G 是循环群 , 且|G|=p1
s1p2

s2⋯pn
sn

其中 si属于 Z+ , pi是互不相同的素数(i=1 , 2 , ⋯ , n)

试证明 G 有阶为p1
s1的子群 Gi(i=1 , 2 , ⋯ , n) , 且 G= Gi ,

证明: 设 G=⟨a⟩ , 令 ni=
|G|
pi

si , 则 Gi=⟨ani⟩是 G 的阶为pi
si的子群 ,

由[第二章例 6.5]可知 G= Gi ,

i=1
⨁
n

i=1
⨁
n



9 , 设 G1 , G2 , ⋯ , Gn是群 G 的正规子群 ,

若 G=G1G2⋯Gn , 试证明下述两个条件等价:

(1)G 中每个元素可唯一地表示为 a1a2⋯an的形式 , 其中 ai属于 Gi , i=1 , 2 , ⋯ , n

(2)G 中单位元可唯一地表示为 a1a2⋯an的形式 , 其中 ai属于 Gi , i=1 , 2 , ⋯ , n

证明: (1)⇒(2)显然 ,

(2)⇒(1) , 若 x 属于 Gi⋂Gj , i≠j , 则令 x=ai=aj , 那么 e=aiaj
−1 ,

根据单位元表法唯一可知 e=ai = aj
−1 , 从而 Gi⋂Gj={e} ,

又因为 Gi , Gj是正规子群 , 所以 aiaj=ajai ,

若 a=a1a2⋯an=b1b2⋯bn , 则 e=a1a1
−1a2a2

−1⋯anan
−1

根据单位元表法唯一可知 aiai
−1=e , ai=bi , 即 a 的表法唯一

10 , 试确定 Z⨁Z 是否是循环群 ,

解: 若 Z⨁Z 是循环群 , 设 Z⨁Z=⟨(a , b)⟩ , 令(1 , 0)=r(a , b) , 则 ra=1 , rb=0 ,

因此 b=0 ,

同理由(0 , 1)=s(a , b)可得 a=0 , 从而 Z⨁Z=⟨(a , b)⟩=⟨(0 , 0)⟩={(0 , 0)} , 矛盾 ,

故 Z⨁Z 不是循环群 ,

11 , 令 G 是 pk(p 是素数)阶循环群 , 证明 G 不能表示成其真子群的直和 ,

证明: 反证 , 设 G= Gi , 且|Gi|=pki , ki<k , 令 Gi=⟨gi⟩ ,

则 Gi中元素阶最大值为[pk1 , pk2 , ⋯ , pkn]<pk ,

所以 Gi不是 pk(p 是素数)阶循环群 , 矛盾 ,

i=1
⨁
n

i=1
⨁
n

i=1
⨁
n



习题 1 求群Z3
∗×Z6的所有元素的阶 ,

解: 群Z3
∗的元素1 , 2的阶依次为 1 , 2 ,

群 Z6的元素0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5的阶依次为 1 , 6 , 3 , 2 , 3 , 6 ,

由[第二章推论 6.1]知 ,

(1 , 0) , (1 , 1) , (1 , 2) , (1 , 3) , (1 , 4) , (1 , 5)的阶依次为 1 , 6 , 3 , 2 , 3 , 6 ,

(2 , 0) , (2 , 1) , (2 , 2) , (2 , 3) , (2 , 4) , (2 , 5)的阶依次为 2 , 6 , 6 , 2 , 6 , 6 ,

习题 2 设 G 是 n=st 阶循环群 , 且(s , t)=1 ,

试证明 G 可以表示成 s 阶和 1 阶子群的直和 ,

证明: 设 G=⟨a⟩ , 则 G 有 s 阶子群⟨a
n
s⟩和 t 阶子群⟨a

n
t⟩ ,

由(s , t)=1 可知⟨at⟩⋂⟨as⟩={0} , |⟨at⟩+⟨as⟩|=st ,

故 G=⟨at⟩⨁⟨as⟩ ,

习题 3 设 G 是 n 阶循环群 , 证明 G 可以表示为其子群直和的形式 ,

证明: 设 n 的标准分解式是 n=p1
k1p2

k2⋯pt
kt ,

其中 p1 , p2 , ⋯ , pn是 n 的不同素因子 ,

根据[第二章例 6.5] , 只需要证明 G 有pi
ki阶子群 ,

设 G=⟨a⟩ , ri=
n

pi
ki , 则⟨ari⟩是pi

ki阶子群 ,

习题 4 证明 Zm×Zn是循环群的充分必要条件是 m 与 n 互素

证明: 根据(a , b)的阶为 a 与 b 阶的最小公倍数 ,

可知 Zm×Zn为循环群的充分必要条件是 Zm×Zn中有阶为 mn 的元素(a , b) ,

则 a 与 b 的阶分别为 m 和 n , 且 m 与 n 互素 , 反之显然 ,

习题 5 证明 Z2⨁Z2≅K4

证明: Z2⨁Z2是 4 阶群 , 且没有 4 阶元素 , 因此与克莱因四元群同构 ,



习题 6 求 Z10×Z6中 10 阶元素的个数 ,

解: 若 a 属于 Z10 , b 属于 Z6 , 则(a , b)的阶是 a , b 阶的最小公倍数 ,

Z10中

元素0的阶为 1 ,

元素1 , 3 , 7 , 9的阶为 10 ,

元素2 , 4 , 6 , 8的阶为 5 ,

元素5的阶为 2;

Z6中

元素0的阶为 1 ,

元素1 , 5的阶为 6 ,

元素2 , 4的阶为 3 ,

元素3的阶为 2 ,

Z10×Z6中阶为 10 的元素有(1 , 0) , (3 , 0) , (7 , 0) , (9 , 0) , (1 , 3) , (3 , 3) ,

(7 , 3) , (9 , 3) , (2 , 3) , (4 , 3) , (6 , 3) , (8 , 3) , 共 12 个 ,

习题 7 设 G1 , G2都是群 ,

试证明φ: G1×G2→G1 , (a , b)→a 是 G1×G2到 G1的满同态 , 且 Ker φ≅G2 ,

证明: 因φ是满射 ,

且φ((a1 , b1)·(a2 , b2))=φ((a1a2 , b1b2))=a1a2=φ((a1 , b1))φ((a2 , b2)) ,

因此φ是 G1×G2到 G1的满同态 ,

Ker φ={(a , b)|a=e}={e}×G2≅G2



习题 8 设 G1 , G2是群 , G=G1×G2 , 试证明 C(G)=C(G1)×C(G2) ,

证明: 若(a , b)属于 C(G) ,

则对属于 G 的任意(a' , b') , 有(a'a , b'b)=(a' , b')(a , b)=(a , b)(a' , b')=(aa' , bb') ,

即 a'a=aa' , b'b=bb' , (a , b)属于 C(G1)×C(G2) ,

反之 , 若(a , b)属于 C(G1)×C(G2) ,

则对属于 G 的任意(a' , b') , 有(a' , b')(a , b)=(a'a , b'b)=(aa' , bb')=(a , b)(a' , b') ,

即(a , b)属于 C(G) ,


