
定义 3.1 设 A 是一个非空集合 , ∼是 A 中两个元素之间的一个条件规则 ,

如果对 A 中任意两个元素 a 和 b , 总能确定 a 和 b 是否满足条件规则~ ,

那么称~是 A 的二元关系 , 简称关系 ,

特别地 , 如果 a 和 b 满足条件规则~ , 则称 a 和 b 有关系 , 记为 a~b ,

否则 , 称 a 和 b 没有关系 , 记为 a≁b ,

例 3.1 在整数集合 Z 中 , 可以定义关系: a~b ⟺ a≡b(mod 3) ,

在实数集合 R 中 , 可以定义关系 : a~b ⟺ ab ≠ 0 ,

在 Mn(R)(实数域 R 上的 n 阶方阵集合)中 , 可以利用矩阵的秩定义关系:

A~B ⟺ A 与 B 秩相等(rank(A)= rank(B)) ,

在 Mn(R)中 , 也可以利用行列式定义关系 : A~B ⟺ det(A) ⩾ det(B)

定义 3.2 设~是 A 的一个关系 , 若它还满足以下条件:

(1)反身性: 对属于 A 的任意 a , a~a ,

(2)对称性: 对属于 A 的任意 a , b , 如果 a~b , 那么 b~a ,

(3)传递性: 对属于 A 的任意 a , b , c , 如果 a~b 且 b~c , 那么 a~c ,

则称关系~是 A 的一个等价关系 , 若 a~b , 则称 a 与 b 等价 ,

若~是集合 A 的一个等价关系 , 则对属于 A 的任意 a , 有集合a={b∈A|b~a} ,

显然 , a 属于a , 因此 , 这是一个非空集合 , 称a是 A 的一个等价类 ,

a 称为这个等价类的代表元素



例 3.2 判断例 3.1 中的几个关系是否是等价关系 ,

解: 在整数集合 Z 中 , 关系 a~b ⟺ a≡b(mod 3)是等价关系 ,

等价类为0 , 1 , 2 , 注意 , 这里的0 , 1 , 2与 Z3中的三个元素分别相等 ,

在实数集合 R 中 , 关系 a~b ⟺ ab ≠ 0 不是等价关系 , 因为它不满足反身性 ,

在 Mn(R)中 , 关系 A~B ⟺ A 与 B 秩相等是等价关系 ,

令 Ni={A∈Mn(R) | rank(A)=i} , 则 Ni(i=0 , 1 , ⋯ , n)是 Mn(R)的所有等价类 ,

在 Mn(R)中 , 关系 A~B ⟺ det(A)⩾det(B)不是等价关系 , 因为它不满足对称性

若~是集合 A 的一个等价关系 , 则我们可以用 A 的所有等价类为元素 ,

构造出一个新的与 A 有关系的集合 Σ={a|a∈A} ,

容易验证 A 的等价类具有如下性质 :

(1) 对属于 A 的任意 a , a∈a ≠ ⌀

(2) 对属于 A 的任意 a , b , a~b ⟺ b=a ,

即等价类中的每个元素都可以作为该等价类的代表元素 ,

(3) 对属于 A 的任意 a , b , 有b⋂a= ⌀或b=a
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(5)在 A 和Σ之间存在满射π: A→Σ , π(a)=a , a∈A ,

一般地 , 我们称π为 A 到Σ的自然映射 ,



定义 3.3 设 A 是一个非空集合 ,

如果 A 的子集族(子集构成的集合){Ai|Ai⊆A , i∈I}满足下列条件

(1) Ai≠⌀ , i∈I

(2) Ai⋂Aj=⌀ , i≠j
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则称集合{Ai|i∈ I}是 A 的一个分类 , 其中的每个子集 Ai称为一个类 ,

实际上 , 集合的分类就是指将一个集合表示成非空的、互不相交的子集合的并 ,

定理 3.1 集合 A 的一个等价关系决定集合 A 的一个分类 ,

集合 A 的一个分类也决定 A 的一个等价关系 ,

证: 若令~是 A 的等价关系 ,

则由等价类的性质 a ∈ a ≠ ⌀ , b ⋂a = ⌀,或b = a,以及 A =
i ∈ I
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我们得到了集合 A 的与关系~相关的一个分类{a|a∈A} ,

若{Ai|i∈I}是集合 A 的一个分类 ,

则可以在 A 上定义一个关系: a~b⟺ a 和 b 属于同一个类 ,

从而 , ~是 A 的一个等价关系 ,

事实上 , (1)a 与 a 在一个类中 , 即 a~a ,

(2)若 a~b , 则 a 与 b 在一个类中 , 于是 b 与 a 在一个类中 , 即 b~a ,

(3)若 a~b , b~c , 则 a , b , c 在一个类中 , 即 a~c ,

因此 , 集合 A 的一个分类决定了 A 的一个等价关系 ,

而且由等价关系给出的等价类集合恰好就是分类{Ai|i∈I} ,



例 3.3 设集合 A={a , b , c , d , e} , 试给出 A 的一个等价关系 ,

解: 由定理 3 , 1 的证明易知 , 只需给出 4 的一个分类即可 ,

为此 , 我们可以把 A 分类为{A1 , A2} , 其中 A1={a , b} , A2={c , d , e} ,

然后规定关系: x~y ⟺ x 和 y 属于同一个类 ,

那么这个关系就是一个等价关系 ,

定理 3.2 集合 A 到 B 的一个映射可以决定 A 的一个分类 ,

集合 A 的一个分类{Ai|i∈I}决定 A 到{Ai|i∈I}的一个映射 ,

证: 设φ是 A 到 B 的一个映射 ,

则可以定义 A 的一个关系: a1~a2⟺ φ(a1)=φ(a2) ,

这是一个等价关系 ,

因此它决定了 A 的一个分类{a|a∈ A} , 其中a={b∈A |φ(a)=φ(b)} ,

若{Ai|i∈I}是 A 的一个分类 , 则由定理 3.1 的证明知 ,

A 上的关系: (a~b⟺ a 和 b 属于同一个类)是一个等价关系 ,

而且由该等价关系给出的等价类集合恰好就是分类 , 即{Ai|i∈I}={a|a∈A} ,

由此 , 映射τ: A→{a|a∈A} , τ(a)=a即为所求 ,

例 3.4 设集合 M={0 , 1 , ⋯ , n} , 映射为φ: Mn(R) →M , A→rank(A) ,

求由映射φ决定的等价关系及分类 ,

解: 在 Mn(R)中 , 令φ决定的等价关系为 A~B⟺ φ(A)=φ(B) ,

并令 Ni={A∈Mn(R)|φ(A)=i} , 则φ决定的分类为{N0 , N1 , ⋯ , Nn} ,



例 3.5 试给出映射φ: Z3×Z3→Z3 , (a , b) →ab决定的 Z3×Z3的分类

及此分类决定的 Z3×Z3的等价关系 ,

解: 因为 Z3×Z3的

元素(0 , 0) , (0 , 1) , (0 , 2) , (1 , 0) , (2 , 0)在映射φ下的像都等于0 ,

元素(1 , 1) , (2 , 2)在映射φ下的像都等于1 ,

元素(1 , 2) , (2 , 1)在映射φ下的像都等于2 ,

因此 , 若令

A1=(0 , 0) , (0 , 1) , (0 , 2) , (1 , 0) , (2 , 0) ,

A2={(1 , 1) , (2 , 2)}

及 A3={(1 , 2) , (2 , 1)}

则映射φ决定的 Z3×Z3的分类为{A1 , A2 , A3 , } ,

此分类决定的 Z3×Z3的等价关系为

(a , b)~(c , d)⟺ (a , b)与(c , d)属于同一个类 ,


